8. cviceni - teorie

Symbol K zna¢{ mnozinu R nebo C.

Zakladni pojmy

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor, m € N a uy,...,umy € V. Rekneme, ze vektory u, ..., um
jsou linearné zavislé, pokud existuje jejich netrivialni linearni kombinace, jez je rovna nulovému vektoru.
Pokud vektory w1, ..., un nejsou linedrnd zavislé, pak Fikdme, Ze jsou linearnd nezavislé. Rekneme, ze
mnozina M C V je linearné nezavisla, jestlize libovolna m-tice po dvou rtiznych vektort z M je linedrné
nezavisla.

Poznamka. Nékdy se pouziva: LN = linearné nezavisla.

Definice. Je-li (V,+,-) vektorovy prostor nad K, m € N a uy,...,u, € V, pak linearni obal vektoru
ULy .-y U J€

ling{us,...,un} ={v € V: v je linedrni kombinaci vektort uy, ..., um}.

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor a B C V. Rekneme, ze B je baze prostoru V, jestlize
mnozina B je linearné nezavisla a V' = ling(B).

Véta 10.1.
(i) Kazdou linearné nezavislou podmnozinu vektorového prostoru lze doplnit na bazi tohoto prostoru.
(ii) Kazdy vektorovy prostor ma bézi. Pocet prvki baze je urcen jednoznaéné.

Definice. Pocet prvki baze budeme nazyvat dimenze prostoru V. Dimenzi V' zna¢ime dim V. Necht
V' je vektorovy prostor nad K. Je-li dimV < oo, fekneme, Ze V je koneénédimenzionalni. Je-li
dim V = 400, mluvime o nekoneé¢nédimenzionilnim vektorovém prostoru.

Vé&ta 10.2. Necht V je vektorovy prostor dimenze n € N nad K.
(i) Jsou-li vy,...,v, € V LN vektory ve V, pak mnozina {v1,...,v,} je baze prostoru V.

(ii) Pokud pro vy,...,v, € V plati ling{vy,...,v,} =V, pak mnozina {v1,...,v,} je baze prostoru V.

Linearni zobrazeni, jadro a obraz

Definice. Necht U,V jsou vektorové prostory nad K. Pak zobrazeni L: U — V je linearni, pokud
o Vuj,ug € U: L(uy + uz) = L(u1) + L(ug)
e Vac KVueU: L(a-u) =a- L(u).

Véta 10.3. Necht U a V jsou vektorové prostory nad K, L: U — V necht je linearni zobrazeni. Potom
plati:

(i) Ker L je vektorovy podprostor U.
(ii) Im L je vektorovy podprostor V.
(iii) dimU = dimKer L 4+ dimIm L.

Véta 5.18 z 2. semestru. Zobrazeni f: R" — R" je linearni pravé tehdy, kdyz existuje A € M(n x n)
takova, ze
Vu € R": f(u) = Au.
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Determinant

Definice. Necht A je matice typu nxn s realnymi prvky. Matici A;; rozumime matici typu (n—1) x (n—1),
kter& vznikne z A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce.

Definice. Necht A = (ajj)i=1,...n j=1,..n. Pak determinant matice A definujeme takto:

=1
det A = ¢ M1 , n
S (1) a; det Ay, no> 1.

Pro det A budeme téZ pouzivat symbol

ai; a2 ... Qin
asr a22 ... Q92n
anp1 Ap2 ... QApp

Véta 5.8 z 2. semestru. Necht A € M(n x n).
(i) Necht matice A’ vznikne z A vyménénim dvou Ffadkd mezi sebou. Pak det A’ = —1 det A.

(ii) Necht matice A’ vznikne z A tak, ze v A jeden fadek vynésobime realnym ¢islem A, pak plati
det A’ = Adet A.

(iii) Necht matice A’ vznikne z A tak, Ze A-nasobek jednoho fadku pfictu k jinému radku (tj. provedeme
tieti radkovou elementéarni tipravu), pak det A" = det A.

Véta 5.9 z 2. semestru. Pro A € M(n xn),j € {1,...,n} plati
n . .
det A = Z(*l)H—JCLU det AZ]
i=1

Véta 5.10 z 2. semestru. Je-li A € M(n x n) je horni (resp. dolni) trojihelnikova matice, pak

det A=ai1-as - anp.
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